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9. Kompleksne vrednosti jaine struje i napona

Zadatak 1

Zadatak 43. Za prostoperiodi¢ne elektriéne struje jagina iy(t) = 0,5 cos(5 10% — 37/2) A

i ix(t) = 2+/2 sin(5-10% + #/3) A, odrediti njihove kompleksne efektivne vrednosti i ski-
cirati fazore ovih veli¢ina.

Resenje

U najopstijem slucaju, za prostoperiodi¢nu jacinu struje i(t) = I, cos(ot + ), komplek-
sna efektivna vrednost se dobija kao

gl (9.1)

N

pri Cemu je za jaginu struje i1(t), amplituda Iy = 0,5 A, @ = 5 10° rad/s i y; = — 37/2,
dok je kompleksna efektivna vrednost jednaka

l, . 0O 5 J—
|, =—Ten=""¢g 2A, 9.2)
=1 \/E \/E
Ovaj oblik se naziva eksponencijalni oblik kompleksnog broja, i u njemu su jasnho naz-
na¢ene vrednosti modula kompleksnog broja, odnosno efektivne vrednosti | = 1,,/~/2, i

pocetne faze. Primenom Ojlerovog obrasca, iz ovog oblika se moZe dobiti i algebarski
oblik kompleksnog broja

llzﬁ cos( 3ﬁj+]sm( 37 ﬁ Jsin3” _jﬁA. (9.3)
4 2 2 4 2 4
U slucaju jacine struje i,(t), neophodno je sinusnu funkciju prevesti u kosinusni funkci-
ju, koriste¢i trigonometrijski identitet sina = cos(a — n/2), ¢ime se dobija da je

i, (t) = 2ﬁsin(5-1o3t+%j
=22 005[5-103t +%-%) = 2\/§-cos(5-103t —%j A,

odakle je kompleksna efektivna jacina struje

242 -if V4 . V4 NCE! .
L= 22676 ol cos( - Z 4 jsin[-Z ]| =2/ Bt (B A, @5
1,22 {(GJJ[GH{zjz}(J) 05
imaginarna osa Fazori ovih veli¢ina se predstavljaju kao vektori u kompleks-
/ noj ravni, pri éemu se pocetan faza uvek racuna od fazne ose,
1

B kao §to je prikazano na slici 142.

(9.4)

U eksponencijalnom obliku se mogu videti pocetne faze fazo-
ra, pri ¢emu, ako je pocetna faza negativna, fazor crtamo ispod
realne (fazne) ose, dok se, u suprotnom, crta iznad ose.

T
6 realna osa

I, (fazna osa)
Slika 142
Zadatak 2
Zadatak 44. Primenom kompleksnog rac¢una, odrediti zbir sledece dve prostoperiodi¢ne
jacine struja: iy(t) =20 @ sin(wr + 7/3) Al iy(t) =20 2 cos(wt + n/3) A
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Resenje

U prvom koraku vrdimo pripreme za odredivanje kompleksnih efektivnih vrednosti, od-
nosno za prevodenje u kompleksni domen. Kao rezultat dobijamo jacine struja izraene
preko kosinusne funkcije

i, (t) = 20V6-sin [cot +%j = 20\/§cos[a)t +%—%) = 20«/5005(0)‘[ —%) A,

(9.6)
i, (t)= ZOﬁcos(wt +%) A,
odakle se dobijaju kompleksne efektivne vrednosti
| _20V6 i
=1 \/E
=2043 {cos(—%}r jsin (—%ﬂ =2043 {?— Jﬂ = (30— j104/3) A,
(9.7)
|- 2032 ei%
=2 \/E
~20[ cos %+ jsin” | =20 2+ j 3| - 10+ 1045) A
3 3 2 2
Sabiranjem ova dva kompleksna broja dobijamo
I, +1, = (30— j10v/3) + (10 + j10v/3) =40 A=40¢'°A. (9.8)
Kada je poznat eksponencijalni oblik kompleksnog broja, koji je u najopstijem slucaju
jednak | = | &%, vremenski oblik date veli¢ine se dobija kao
i(t) = 172 cos(et +y), (9.9)
odakle se dobija da je vremenski oblik zbira jac¢ina struja jednak
i, (t) +1, (t) = 4072 cos(wt +0°) A. 9.10
Zadatak 3 () +i, (1) (et +0°) (9.10)
Zadatak 46. Na slici je prikazan prijemnik elektri¢ne energije, Gije Prijemnik
su trenutne vrednosti prostoperiodi¢nog napona i jacine elektri¢ne

struje: u(t) = 20 sin(or + #f3) V i i(t) = 5 coswr MA. Tzracunati  i)A|_u(t) |
aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu ovog prijemnika. Sli‘ka 147

Resenje

Zadatak reSavamo u kompleksnom domenu, tako §to u prvom koraku predstavimo na-
pon i jacinu struje prijemnika u obliku kosinusa,

u(t) = ZOsin(a)tJij = ZOCos[a)Hz—zj = ZOCos(wt—ﬁjV,
3 3 2 6

(9.21)
i(t) =5coswt mA.
Njihove kompleksne efektivne vrednosti iznose
U, 20 -i% . I 5 5
U=—Lef="te 8V | Il=-"TeV=—"e="mA. (9.22)
— V2 2 T V2 V2 2
Kompleksna snaga prijemnika se racuna kao
s=ul :%e'j6%= 50e ¢ mVA
(9.23)

= {50cos(—%j+ jSOSin(—%H = {50?— j5oﬂ = (25v3 - j25) mVA
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Kompleksna snaga je u opStem slucaju kompleksan broj oblika S = P + jQ, pri ¢emu se
realni deo ovog izraza, P, naziva aktivna snaga, dok se imaginarni deo, Q, naziva reak-
tivna snaga prijemnika. U nasem slucaju ove dve snage iznose

P=253mW i Q=-25mVAr. (9.24)
Prividna snaga prijemnika iznosi
Zadatak 4 S =|S|=+/P*+Q* =50mVA. (9.25)
Zadatak 47. Na slici je prikazana redna veza otpornika, R C

L
kalema i kondenzatora, koja je prikljucena na prostope- 0k H
riodi¢ni napon efektivne vrednosti U = 100 V i frekven- | 1Y

cije 50 Hz. Skicirati fazorski dijagram napona i jacine st- Slika 148

ruje i dijagram impedansi ove veze.

Poznato je: R =30 Q, L =160 mH, C = 80 pF.
Resenje

Na osnovu poznavanja pojedinih elemenata i frekvencije kola, f = 50 Hz, kao prvi korak
je neophodno odrediti impedanse pojedinih elemenata
Z2,=R=30Q, Z =joL=j50Q i Zc=—j%:—j409- (9.26)
'
Elementi su medusobno redno vezani i mogu se zameniti ekvivalentnom impedansom,

2, =2x+Z, +Z. = R+ja)L—j%:30+j50—j40:(30+j10)9. (9.27)
[0,

{ Z Z Z. Na osnovu poznavanje napona na rednoj vezi moze
—>r{ {1+ seodrediti jacina struje koja postoji u elementima
TR T =2t 100005 ja
U, Y, U. Z, 30+ 110 30— 110 (9.28)

-

Slika 149 =3 +(-1)° =10e 5 A

Naponi na pOJedmlm elementima sada iznose

Up=Zp1=30-(3-)=(90-j30)V = U, =95e 'V,
U =2, 1=j50-3-j)=(80+j150)V = U, =158V, (9.29)
Uc=Zc1=-j40-(3-j)=(-40-j120)V = U =126,5¢ "**"V,

Eksponencijalni oblik kompleksnih efektivnih vrednosti napona i jacina struja je veoma
zgodan za upotrebu prilikom crtanja fazorskog dijagrama, posto se u tom obliku jasno
vide pocetne faze pojedinih fazora. U ovom slu¢aju dobija se fazorski dijagram prikazan
na slici 150.

Alm

AZ
'ZC

Slika 150 Slika 151
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U slucaju redne veze elemenata treba primetiti da je jacina struje zajednicka veli¢ina, pa
se u odnosu na nju posmatraju naponi na pojedinm elementima. Napon na otporniku je
u fazi sa ja¢inom strujom, dok napon na kalemu prednjaci za z/2, a napon na kondenza-
toru kasni za /2, u odnosu na jacinu struje.

Dijagram impedansi predstavljen je na slici 151, pri ¢emu se u kompleksnoj ravni crtaju
kompleksni brojevi, u obliku fazora, koji predstavljaju impedanse pojedinih elemenata.
Posto se radi o rednoj vezi elemenata, ekvivalentna impedansa na dijagramu impedansi
se dobija i kao zbir odgovarajucih fazora.

Domaci zadatak

Zadatak 48. Na slici su prikazani impedansa Z,, = (10 + j20) Qi
kondenzator kapacitivnosti C = 200 pF, koji su spojeni na napon {7 Z|| c=
efektivne vrednosti 220 V i frekvencije 50 Hz. Skicirati fazorski B
dijagram napona i ja¢ine struje i dijagram impedansi ove veze.

N Slika 152
Resenje

Pretpostavimo da je pocetna faza ulaznog napona jednaka nuli, @ = 0', &ime kompleksna
efektivna vrednost ovog napona iznosi
U=U-e“=Ue®=U=220V, (9.30)

dok je impedansa kondenzatora Z¢ = —j (1/wC) = —j16 Q. U kolu postoje elektri¢ne stru-
je, ¢ije su jacine prikazane na slici 153, pri ¢emu su

U 220 22 1-j2 .

== = =(4,4-j8,8) A,

I 4 L "z, 10420 14212 (4.4-188)

A I U 220 | (9.31)
=—=——==j13,8 A
ul Z|| = = Z. -j16 ] J
dok su u eksponencijalnom obliku ove ja¢ine struja jednake
Slika 153 1,=98e%"A i I.=138e"""A. (9.32)

Na osnovu I Kirhofovog zakona za ¢vor A, dobijamo jaéinu ulazne struje
I=1,+1.=4,4-j88+j138=(4,4+j5 A = 1=6,6e""A,  (9.33)

pri éemu je fazorski dijagram napona i ja¢ine struja prikazan na slici 154, dok je dija-

gram impedansi prikazan na slici 155.

Alm

Re

\ 4
Slika 155




10. Analiza kola u kompleksnom domenu

Zadatak 5

Zadatak 49. Elektri¢no kolo sa slike je priklju¢eno na struj-
ni generator efektivne vrednosti jaéine struje Is =1 A, podet-
ne faze y = /2 i w = 104 rad/s.

a) IzraGunati: I;. I, Uiy, l_
b) skicirati fazorski dijagram ovih veli¢ina. i(t) ~
N
Poznato je: R=200Q,L=5mH, C=1 pF. Slika 156
Resenje

U prvom koraku, elektri¢no kolo prevodimo u kompleksan domen, pri ¢emu impedanse
elemenata iznose Zr = R =20 Q, Z, = joL = j50 Qi Z¢c = —j (1/wC) = —j 100 2, dok je
kompleksne efektivna vrednost jagine struje strujnog generatora jednaka Is = 1 &2 A,

a) MozZe se uociti da je jadina struje kroz otpornik otpornosti
R jednaka jacini struje strujnog generatora, Iz = Is = j1 A.
Paralelna veza impedansi kalema i kondezatora predstavlja
strujni razdelnik u odnosu na jacinu struje kroz otpornik, pri
¢emu je

o Ze . -jtoo0
o z,+2.7% —j100+ j50
dok je Ic =lg— 1. =—]j1 A, a napon izmedu tacaka 1 i 2 iznosi
U, =1g (;c ||;L)
=Z, 1, =Z.1.=j50-j2=-100V.
Znak minus kod napona U;, zna¢i da je tacka 1 na nizem po-

tencijalu u odnosu na tacku 2, odnosno da napon ima i fazni
pomeraj od 180 .

il=j2A, (10.1)

Slika 157

(10.2)

U, b) fazorski dijagram jacina struja i napona u kolu, prikazan je

I - na slici 158.
Slika 158

Zadatak 6

Zadatak 51. U elektri¢nom kolu sa slike odrediti:
a) ekvivalentnu impedansu Z,
b) trenutnu vrednost jadine struje kroz generator
ems e(t),
¢) kompleksnu snagu generatora ems e(t).

Brojne vrednosti su: e(t) = 50~/2 cos(1000t +27) V ,
R=400,L=40mH, C =50 pF.

Slika 161

Resenje

Impedanse pojedinih elemenata iznose Zg =R =40 Q, Z, = jwL = j40 Qi Zc = —j (1/wC)
=—j 20 Q, dok je kompleksna efektivna vrednost ems generatora E = 50 e/** = 50 V.
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R c Prisustvo kratkog spoja u ekvivalentnoj impedansi Ze,
L

c eliminiSe otpornik na vertikali, pri ¢emu preostaje ko-
R I lo, prikazano na slici 162, odakle se dobija
;e = ;c +[(;R ” ;R) + (Zc ” ZL)] +;L
Z, . 40-40 —j20-j40 .
: =—j20+ + + j40 10.5
Slika 162 Y 40440 " Tj20+ jao ! (10.5)

——j20+20— j40+ j40=(20- j20) Q.

b) Nakon odredivanje ekvivalentne impedanse, kolo se u znatnoj meri pojednostavljuje,
kao Sto je prikazano na slici 163, odakle se moZe odrediti ja¢ina struje kroz naponski
generator. Ova jacina struja iznosi

I‘ - -
Loy =B 50 501 ) ST 050, 5)A,  (106)
Z, 20-j20 201-j1+j 21+1

na osnovu ¢ega se odreduje efektivna vrednost i pocetna faza,
. +1 T
1. =1,25v2¢"" 1 =1,25¢2¢ %A, (10.7)
koji su neophodni da bi se odredio vremenski oblik jagine struje
ic (t) =1,25~/2 /2 cos(1000t + 7/4) = 2,5c0s(1000t + z/4)A.  (10.8)

+
Slika 163

¢) kompleksna snage naponskog generatora iznosi
S, =El. =501,25(1+ j)" =62,5(1- j)=(62,5— j62,5)VA. (10.9)
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