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Kompleksni brojevi

[ = V—1 :imaginarni broj u matematici J =+ —1 :imaginarni broj u elektrotehnici

Na primer -4 =+/-1-4=+-1V4 =2

Kompleksni broj je u potpunosti definisan svojim realnim i imaginarnim delom.

Kompleksni brojevi mogu da se predstave u kompleksnoj ravni odredenoj dvema
osama: Re —realna osa, Im —imaginarna osa

tIm A
.-
A=8+j4 !
a —realni deo C=—6+j3 L ,
b —imaginarni deo D=—6-i3 = B



Kompleksni brojevi

A = a +jb, algebarski oblik

A — moduo Za predstavljanje komp.lelfsmh
brojeva moze da se koristi

A = Ael®, eksponencijalni oblik @ —argument moduo i argument.

Transformacija iz algebarskog u
eksponencijalni pomodu pravouglog trougla

A

Im 1
= Ael@
_________________________________ A Ae Jedini¢ni krug i eksponencijalni oblik
i ) kompleksnih brojeva: 1, j, -1 -j
A
: > b j $ i Jo
| l1=e
a |
L J > Re ol N U4
A —— K | j=e2
’I \‘ Re
o : i

. R L
~e_ L __- _] = e 2
[ A=+a?+ b2 a=arctg(b/a)] _j(])




Kompleksni brojevi

Prebacivanje iz eksponencijalnog
u algebarski oblik.

A=Ae)* wp A=a+ijb

Ojlerov obrazac
el® = cosa + jsi
= jsina

Im 4 Aer]'a
“““““““““““““““““““““““ ")
A
b
a y,
e U
—~—
a
4 N

\_

A = A(cosa + jsina)

a = Acosa, b = Asina

J




Sinus i kosinus

sin(¢) {

d 0 T T T T 31T )
plrad] 6 |2 |3 |2 | " |7 |“
v[°] 0 30 45 60 90 180 | 270 | 360
cosQ 1 \/_§ E 1 0 -1 0 1
2 2 2
sing 0 1 E ﬁ 1 0 -1 0
2 2 2

wly N

J 1rad =57,3°

3,1416 rad

= 1,047 rad




Kompleksni brojevi,

X =a+jb,

Y=c+ijd

[ X+Y=(@+c)+jlb+4d) ]

{ X-Y=(@—-c)+jlb-a) ]

-
Primer
X=-3+j4, Y=6-—j8
X+Y=(-3+6)+ij4—-8)

= (3-j4)

\

4
Primer
X=-3+j4, Y =6-—j8

X-Y=(-3-6)+j(4-(-8))

= (=9 +j12)




Kompleksni brojevi, mnozenje

X =a+jb,

-~

Y=c+jd

~

X-Y=_(a+jb)(c+jd)
= ac + jbc + jad + j*bd

= (ac — bd) + j(bc + ad)

/Primer
X=-3+j4, Y=6-i8

X-Y=(=3)-6+j46
+(=3) - (=j8) + j4 - (j8)

= —18 +j24+j24 —j*32
= (—18 +32) +j(24 + 24)

- j?bd = —bd V

Mnozenje u eksponencijalnom obliku.

X =Xel® Y =YelP

= 14 + j48
\_ J

/

X-Y =X-Yell@tB)




Kompleksni brojevi, konjugacija

)_(Z(a-l_]b)—))_(*:(a_]b) Primer

X =Xel > X" = Xe X=6-j8 - X'=6+]8

)_( — 108_j53° - )_(* — 1Oej53°

Kol XX* = (6-i8)(6+i8)
= 36 — j48 + j48 — j264
=36 + 64 = 100
XX* = a® + b?

- XX* = 1067153106159
X_X — X — 1008100 — 100



Kompleksni brojevi, deljenje

~

J

X=a+jb, Y=c+jd
-
X XY (a+ijb)-(c—jd)
Y Y Y (c+jd)-(c—jd)
\_

X e+ijf e f

_— :__I__

Y g g ]g

Deljenje u eksponencijalnom obliku.

X =Xel® Y =Ye/F

/Primer
X=2+j4, Y=6-—j8
X (2+4)-(6+j8)

Y (6-j8)-(6+j8)
12 +j16 +j24 — 32
- 36 + 64 -
_ =20 +j40

= = _02+i04
100 0,2 +10,

|

X/Y = éej(“‘ﬁ) ]




Kompleksni predstavnik pp veliCine

e PP velitina: u(t) = U, cos(wt + ) = v2U cos(wt + )

e Efektivna vrednost: U
* Pocetna faza: 6

e Kompleksni predstavnik: U = Uel?

e Moduo: U
e Argument: 6

* lzrazava se u istim jedinicama kao i pp. veliCina koju predstavlja

ST

u(t) = 28,2cos(wt —m/3)V

282
Up = 28,2V, U =~ = 20V

U = 20e”m/3y

\9 =—-mn/3,

~

i(t) = 10V 2cos(wt + T/4)A

I, = 10v2A I = 10A

Y =n/4 [ = 10eJ™/4A

J

\_

J

10



Kompleksni predstavnik pp velicine

Napon, jaCina struje i elektromotorna sila naponskog generatora.

u(t) = V2Ucos(wt + 6) U=Ue?® U = UcosB + jUsin6
i(t) = V2Icos(wt + ) [ = eV [ = Icosy + jIsiny
e(t) = V2Ecos(wt + ) E = Eel? E = Ecos6 + jEsin6

/—m

u(t) = 28,2cos(wt —mw/3) V

U =20e-IT/3y =

_= (20cos (—%) +j20sin (—g)) %

i(t) = 10v2cos(wt + /4)A

[ =10e/™W4p =

- (10cos (%) +j10sin (%)) A

U= (10 —j10V3)V

\_ J

\ I=(5V2+j5v2)A /

11



Impedansa prijemnika, Z

Z

|
I; —I Prelaskom u kompleksni domen koristimo
\/ kompleksne predstavnike napona i struje.
U

Kolicnik kompleksnog napona i kompleksne 7 = g [Q,]

struje predstavlja IMPEDANSU prijemnika. = ]

Jedinica za impedansu je om (£1). .

Ponekad se umesto impedanse koristi ADMITANSA. To je Y = é . l
koli¢nik kompleksne struje i kompleksnog napona. = U o 7

Jedinica za admitansu je simens (S).

[S]



Impedansa prijemnika

Svaki prijemnik ima neku impedansu. =
To je kompleksni broj.

ﬁN

Moze da se zapise na dva nacina:

jo . .
l[]ejz/; — %e](Q—lP) — 7eJ?  vidimo da je:
e

1. Iz eksponencijanog oblika: 7 =

U
Moduo impedanse Z —— Argument impedanse (p = 9 — lp
I
2. Algebarski oblik: Z =R +jX pricfemu je: im 7 =Zel¥
JX [ 2 :
R = Zcos(¢) R - Rezistansa 7
X = Zsin(¢p) X - Reaktansa @ Re
R T3




Primer

Ako su vremenski oblici napona i struje prijemnika dati izrazima:
u(t) = 28,2 cos(wt) Vi i(t) = 10v2 cos(wt + m/4) A odrediti
impedansu prijemnika.

I A U = 20¢e° [ =10¢'%
! Z
+
U Uel® U 20 T
- = — —pJ6-Y) — J(0-2) — ~)
Z oY ] e T0¢ 4 = 2e ’4()

R = Zcos(¢p) = 2 cos(—%) =/2

X = Zsin(p) = 2 sin(—%) = —/2 Z = (\/E — j\/Z)Q

14



Impedanse osnovnih prijemnika

Z=R+ijX

Otpornik Zr =R Im
3z,

Kalem [ Z; = joL ]

1
Kondenzator [ Zc = v ]

XL=CUL

X; - reaktansa kalema

ZR Re
—
1
Xe=-2c

X - reaktansa kondenzatora



Primer

!

e L =15mH,w = 2000rad/s, Z; =? +

Z,
u

e C = 10uF,w = 2000rad/s, Z, =7

Z, =jwlL =ij2000-15- 1073 = j30Q

1 1 10°

£c=" J2000-10-10-¢ ~ ’2-10%

L Z

C

s U

= —j500Q



Veze impedansi

[ Paralelna veza } [ Redna veza ] [ MesSovita veza }
[ Zl
‘ Zl - Zz zz
i ° |
1 1 1 _ postepeno zamenjivanje rednih i
7 — 7 + 7 Ze o Zl + ZZ paralelnih veza ekvivalentnim
LZe L1 42 impedansama
Z
AV 5

z234

17



Primer

7]

Odrediti ekvivalentnu impedansu ako je:
A A
b = BT ) z=j200, 2 = —j400
¢ b) Zz, =j40Q, Z, = —j20Q
YAYA YAYA
LLaC LLAC .
a) Z Z,+Z¢ b) Ze Z, +Zc ]
, _ _120(=j40) __J40(=j20)
£¢ 7520 + (—j40) —° j40 + (-j20)
800 800
= j400 Ze = —~ = —j40Q

Ze = —j20 j20



Primer redne veze impedansi

Potrosa¢ modelovan kao redna veza otpornika otpornosti 50Q i
kalema induktivnosti 100mH priklju¢en je na napon
efektivhe vrednosti 230V i frekvencije 50Hz.

lzraCunati:
a) kompleksnu impedansu potro$aca,
b) moduo impedanse potrosaca i

c) argument ove impedanse. Redenje.
a) Kruzna frekvencija: @ =2nf =2n-50=314rad/s.
R I Impedansa kalema: Z; = joL =1314-0.1=j31.4Q.
—1{  +—00 o Impedansa potroSaca: Z=R+Z, =(50+)31.4)Q.
R Z, b) Moduo impedance: Z =[Z2 + Z2, =4/50° +31.4* =59Q
c) Argument impedance: ¢ = arctgé—lﬂl = arctg 3:64 =0.56.

Re

19



Primer

Kroz prijemnik impedanse Z =(3+ j4)Q2 postoji kompleksna
struja 7 =(10—j8)A. Kruzna frekvencija je @ =120nrad/s. Odrediti:

a) kompleksni napon na prijemniku, I 7

b) efektivhu i maksimalnu vrednost ovog napona, —

c) argument napona, ‘ [J ‘
d) napisati vremenski oblik napona na prijemniku. s — .

a) Kompleksni napon: U=Z1=(3+j4)(10—18)=(62+j16) V.

b) Efektivna vrednost: U = U2 + U2 =+/62> +16’ =64V.
Maksimalna vrednost: U_ = V2U =644/2=90.5V.
U 16

}J’l

c) Argument: 8 =arctg—= =arctg—=0.2
/e 62
d) Standardni oblik (vremenski domen): u(t) =U_ cos(wt + 8).
Zamenom U_ =90.5V., @=120xnrad/s i 6=0.25:

u(t)=90.5cos(120mr +0.25) V. 20



Resavanje kola u kompleksnom domenu

e Kirhofovi zakoni:

e pravila o predznacima su ista kao u
kolima VKS. o

i i

+ +

* Za kolo sa ng cvorova i ng grana: < >
* ukupan broj jednacina je n,

. odtoga(n — 1) po I KZ, i
ng — (ng — 1) po Il KZ

21



Postupak reSavanja

[ Vremenski domen ] [ Kompleksni domen ]
Zadato: Racuna se: 7
R, L, C Z; = jwlL, 1+
e(t) = V2E cos(wt + ) 7 = _].i O Z
| I
i(1) E = Eel® y E Ze
— TN T
I _/
R WKZ: —E +RI+Z, I +Z:I =0
e(l) C E
| I=

N R+Z, +Z¢

22



Rezonancija

Ekvivalentna impedansa moze biti jednaka nuli. Najjednostavniji primer:
redna LC veza.

- Primer
7, }L Zic=24,1t2Zc=0 ,E’ \E
. Jecr ZL=-Zc Ze R Ze!
S :
E{ezonvantna w = L
kruzna ucestanost \/R 7 = R-Zic _ u =0

U rezonanciji je zbir napona na kalemu i kondenzatoru jednak nuli iako svaki od
napona moze biti velik.



Antirezonancija

Ekvivalentna impedansa moze biti beskonacna. Najjednostavniji primer:
paralelna LC veza.

y . Z,Z e X
= = 0 t
Zic L ::C —te Z;,+Z¢ ¢ E
A 7
o Z,=—Z Le E R ZL¢
1
\

Antirezonantna
kruzna ucestanost

U antirezonanciji je zbir struja kalema i kondenzatora jednak nuli iako svaka od
struja moze biti velika.



Rezistansa i reaktansa

Svaki prijemnik ima neku impedansu. Neka je ekvivalentna impedansa prijemnika Z.

Realni deo impedanse se zove REZISTANSA, a imaginarni deo REAKTANSA.

Z=R+jX
Rezistansa: R = Re{g} [Q]
Reaktansa: X = Im{g} [Q]

X > 0 prijemnik induktivnog karaktera Na primer Z = (10 +j20)Q

X < 0 prijemnik kapacitivnog karaktera Na primer Z = (30 —j40)Q

25



Snaga prijemnika JECRC

ij\\\\\\j>

\

\

\

\

A
\
]
!

-
/

Posmatrajmo vremenski oblik napona
i struje prijemnika impedanse Z.

i(t) T '

i

u(t) = V2Ucos(wt + 6)
i(t) = V2Icos(wt + 1Y)

\

\

\
\
\
N
A
Y
7
i
i
'
/
/
/
/
\
\
\ -

1p(t)

N
e
]
S, VU

|
|
|
1
T
|
|
|
|
| IS

R

|~

¢

[ GENERATOR } Energija [PRIJEMNIKJ

Kada je p(t) > 0 energija ide prema prijemniku

Trenutna snaga: p(t) = u(t)i(t)

Srednja snaga: P, = Ulcosp [W]

Zavisiod U, I, i fazne razlike: ¢ =60 — 1 Kada je p(t) < 0 energija ide prema generatoru.
26



Srednja (aktivna) snaga prijemnika

Srednja (aktivna) snaga:

P = Ulcosgp [W] P =UI __/_/_ k__\_ %\_fp_: ’
\ /.

Zavisi od fazne razlike, ¢

* Na otporniku, @ ; 0 0 = 4 E
 Nakalemu, ¢ = > P,=0 >
 Na kondenzatoru, ¢ = —g _____ \/ \/ -

27



Shaga prijemnika

Aktivna snaga: P = Ulcosp [W] + p(t)
Reaktivna snaga: = Ulsing |var] \ /\
Reaktivna snaga se periodicno razmenjuje \\/ \/ \// ’

izmedu generatora i prijemnika.

Prividnasnaga: S = Ul [VA]

P
, Faktor snage: cos@p = E
—> P KORISTAN
GEN : PRUEMNIK | | " p 0 Odnos Aktivne i Prividne snage.
Q

28



Kompleksna snaga prijemnika, S

/ Z
— 3 U=71 S=Ur
" U

Kompleksna snaga prijemnika je proizvod kompleksnog napona i konjugovano
kompleksne struje prijemnika.

To je kompleksan broj koji moze da se zapiSe u oba oblika:

S =P+jQ [VA] Algebarski oblik

= ](P i 1 i A C
S =S5e)? |VA] Eksponencijalni oblik Im S = Sel¥
Aktiva snaga: P[W] = Re{§} 5 Q
Reaktivna snaga: Q[var] = Im{§} ® R
! e
Prividna snaga: S [VA] u _ "
"2
P

S =+ P2+ Q2 [VA]

29



Kompleksna snaga prijemnika, S

Prebacivanje iz jednog
oblika u drugi oblik

S,o = PQ
P =5Scosqp [W]

Q = Ssing@ |[var]

5:5d¢
""""""""""""""""""""" i\
S i
e
@ ) Re
A _
~
P
P,Q = 5S¢

30



Snage — primer 1

Kroz prijemnik impedanse

7 =(10—i5)Q postoji a)U=21=(10—-j5)(4+)3) = (55 +10) V
struja 7 =(4+ j3)A. S=UI"=(55+,10)(4 —,3) = (250 — j125) VA
Odrediti njegovu b) P = Re{S} = 250 W

a) kompleksnu snagu, ¢) Q = Im{S} = —125 var

)
b) aktivhu snagu,
c) reaktivnu snagu, d) S =.P2+ Q2% =+/2502 4+ 1252 = 280 var
)
)

d) prividnu snagu,

e) cosp = P/S = 250/280 = 0,9
e) faktor snage.

31



Snage — primer 2

Kroz prijemnik impedanse
Z=(20+310)Q postoji a)
struja 1 =(4+13)A.

= (20 +j10)(4 +j3) = (50 +j100) V
* = (50 4+ j100)(4 — j3) = (500 + j250) VA

Odrediti njegovu
a) kompleksnu snagu,
b) aktivhu snagu,

) b) P = Re{S} = 500 W
)

c) reaktivhu snagu,
)
)

c)Q = Im{g} = 250 var

d) S = /P2 + Q2 =+/5002 + 2502 = 559 var

d) prividnu snagu,
e) faktor snage. e) cosp = P/S =500/559 = 0,9

32



Pitanja

ks e

10.
11.
12.
13.
14.

Ako su X i Y realni i imaginarni deo kompleksnog broja, koliki je moduo tog broja?
Da li realni deo kompleksnog broja moze da bude negativan?

Da li moduo kompleksnog broja moze da bude negativan?

Sta je impedansa?

Ako su efektivne vrednosti napona i jaCine struje, 220V i 2A, koliki je moduo
impedanse?

Sta predstavlja argument impedanse u odnosu na poéetne faze napona i jaéine
struje?

Ako je pocetna faza jacine struje kroz kalem yp = /2 koliko iznosi pocetna faza
napona?

Kada je impedansa prijemnika pretezno induktivna?

Sta je rezistana a $ta reaktansa prijemnika? U kojim jedinicama se izrazavaju?

Od cCega zavisi srednja snaga prijemnika? Da li ova snaga moze da bude negativna?
Koliko iznosi srednja snaga kalema?

Da li je aktivna snaga isto Sto i srednja snaga?

Sta je kompleksna snaga? Sta je aktivna, a $ta reaktivna snaga?

Ako je aktivna snaga 80 W a reaktivna 60 var, koliko iznosi prividna snaga?
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